Capitulo 8. Oscilaciones y Ondas Mecanicas

8.1 Conceptos Basicos
Movimiento periédico

Es cualquier movimiento que se repite a intervalos regulares de tiempo. Por ejemplo, las vibraciones de
las cuerdas de una guitarra, las contracciones del corazén, el movimiento de un péndulo, las mareas.

Movimiento armonico

Corresponde al caso particular en que el movimiento periddico se puede representar como un desarrollo
en serie de senos y cosenos (serie de Fourier). Para el movimiento en una dimensién:

x = f(t) = A;senmt + Bicoswt + Asen2mt + B, cos2mt + Azsen3ot + ...

Los términos o, 2w, 3® ... se denominan: 1er arménico, 2do armonico, 3er arménico, etc. De todos los
posibles movimientos armdnicos que existen, el mas sencillo es el que puede ser descrito por una sola
funcion seno o coseno, el movimiento armdnico simple, que en lo adelante se designara por las siglas
MAS.

8.2 Movimiento Arménico Simple

Existen muchas formas de obtener un MAS. Una de ellas es la siguiente: considere que en la figura el

extremo del vector A rota de derecha a izquierda con velocidad angular constante . El punto P es la
proyeccién del extremo del vector sobre el eje de las x.

Y Y -

-

En el instante inicial t = 1,, la posicion de P vendra dada por x, = A cosd. En un instante posterior, cuan-
do el vector ha rotado un angulo 6, la posicién del punto P es: x = Acos(6 + &) . Pero si el vector esta
rotando con velocidad angular @ =constante, entonces 6 = wt, y finalmente se obtiene:

x =Acos (ot +9) .

Asi, el punto P realiza efectivamente un MAS sobre el eje x. Si en vez de analizar la proyeccion sobre el
eje x se analiza la proyeccion sobre el eje y, se obtiene una expresién similar, ahora en funcién del seno
del angulo:

y = Asen(wt + 9)

Como sen(6+m/2) = cosH, el resultado anterior significa que, indistintamente, siempre es posible utilizar
tanto seno como coseno para representar un MAS en una dimension, ya que /2 se puede sumar o res-
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tar del &ngulo § sin que la dependencia funcional se altere. Cada pardmetro incluido en la expresion x =
Asen(wt + 8) se designa de una forma especifica:

x: elongacion

A: amplitud

: frecuencia angular

d: fase inicial

(ot + 3): fase
La frecuencia angular cumple la relacién o = 2xf, donde f es la frecuencia de la oscilacion (numero de

veces que el movimiento se repite en la unidad de tiempo). También se acostumbra expresar la ecuacion
anterior en funcion de la frecuencia como

x = Asen(2xft + 9)

Asimismo, es posible expresar la frecuencia angular en funcion del periodo T como w = 2n/T (tiempo que
tarda el punto P en dar una oscilacion completa). En los movimientos oscilatorios se acostumbra expre-
sar la frecuencia en Hertz (Hz), en honor del fisico aleman Heinrich Hertz.

Heinrich Hertz, (1857-1894). Fue profesor de fisica en la Universidad de Bonn, Alemania.
Hertz profundizé y extendié la teoria electromagnética de la luz, formulada por el fisico britani-
co James Clerk Maxwell en 1884. Demostr6 que la electricidad puede transmitirse en forma de
ondas electromagnéticas, las cuales se propagan a la velocidad de la luz y tienen, ademas,
muchas de las propiedades de las ondas mecénicas. Sus experimentos con estas ondas le
condujeron al descubrimiento del telégrafo inalambrico y la radio. Durante mucho tiempo se
utilizé el sinbnimo de “ondas hertzianas” para designar a las ondas electromagnéticas.

Analisis de la funcion seno 6

Cuando se grafica la funcién y = senf se obtiene algo similar a lo que aparece en la figura. En esta figu-
ra se cumple que:

send =0 cuando 6 =0, &, 2w, 37, ... N
send ==+ 1 cuando 0 = n/2, 3n/2, 5n/2, ... (2n-1)w/2

2.0
15 1
10
05 -
0.0 -
20 -

|
0 w2 = 3m2 2w 572 3n Tm/2 4n 9n/2 5 O(rad)

Por tanto, la funcién x = Asen(wt+8) debe tener forma similar a la de la figura cuando se grafica en fun-
cién de 6 = wt, tomando en cuenta que cuandox =0, » ot+8=0 — ot =- 5. El grafico que se obtie-
ne es muy parecido, pero desplazado o corrido hacia la izquierda un dngulo & (desfasado en 3 respecto al
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grafico anterior).

8.3 Sistema Cuerpo-Resorte

La figura representa un cuerpo de dimensiones despreciables, y

masa m, atado a un resorte de masa también despreciable. Se 0 ¢ F
supone que no hay friccion entre las superficies en contacto, de

forma que la unica fuerza actuando en el eje x es la fuerza elasti- T T

orma que 8 @

Las fuerzas actuando en el eje y se anulan: N—F4=0.

En el eje x la 2da ley de Newton proporciona una ecuacion diferencial de segundo orden a coeficientes
constantes, que tiene por solucién la ley del movimiento de la particula, x = f(t).

FRX = Mmay
- kx = mdv/dt = md?x/dt?

Es posible demostrar que la solucion de ésta ecuacion diferencial tiene la forma de un MAS:
x = Asen(wt + 9)
pero sélo cuando la frecuencia angular o cumple la relacién

Como toda ecuacion diferencial de 2do orden, en la solucion aparecen dos constantes arbitrarias que
deben ser evaluadas posteriormente, a partir de datos iniciales conocidos. En este caso, las constantes
arbitrarias son la amplitud A y el angulo de fase 5. La frecuencia angular o = (k/m)"? recibe el nombre de
frecuencia de oscilacion propia del sistema.

Algo similar sucede cuando se cuelga un cuerpo de un resorte en la vertical y se le
aplica un impulso inicial. La diferencia con el caso anterior radica en que, a causa de
la accion de la gravedad, la posicion de equilibrio alrededor de la cual oscila el resorte

no se corresponde con la posicién de equilibrio del resorte. La nueva posicion de hox
equilibrio se encuentra desplazada hacia abajo una distancia x, que debe cumplir la
relacion kx, = mg.

Velocidad y aceleracion en el MAS mg

Para un MAS;
x = Asen(wt+9) (1)

v = dx/dt = Acos(wt+3).m = mAcos(mt+d)
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Para cualquier angulo 6 se cumple la siguiente igualdad trigopnométrica: cosé = sen(6 + n/2). Por tanto,

v = wAsen(wt+d+7/2) (2)

a = dv/dt = wAcos(ot+8+7/2).0 = P Asen(wt+8+7)

a = o’Asen(wt+8+7) (3)

Note que la aceleracion no es constante. Por tanto,
las expresiones deducidas anteriormente para el
MRUV en una dimensién no son validas para este tipo
de movimiento. Es conocido de trigonometria que
sen(ot+d+m) = - sen(wt+d). Sustituyendo en la ecua-
cion (3);

-m2 072 3n22n 3w 4

a = - o’Asen(wt+d) = - wx

a=- X

Analizando las expresiones (1) a (3) se ve que la elongacion, la velocidad y la aceleracién estan desfa-
sadas en /2 una respecto a la otra. Para analizar el significado del desfasaje, representemos grafica-
mente como se comporta la particula que oscila en diferentes instantes.

En el gréfico, para simplificar, se ha considerado 6 = 0.

En el instante inicial, t = 0 (ot = 0) la elongacion es cero; sin embargo, la velocidad es maxima positiva y
la aceleracién es cero (ver grafico). A continuacion se resumen los valores de x, v y a en algunos instan-
tes notables. Note que la situacion inicial se repite para ot = 2w, y asi sucesivamente.

ot=0 V ——>
X =0; V=Vngu+); a=0

ot = /2 | <— a
X=Xmax=A; V=0; a= ama(-) %A,AAAAA:@
i i
ot=7 v !
X =07 V= Vna); @=0. AAAMAMAL |
a —p :

ot = 3n/2 W
X=Xmax=-A; V=0,a=ana+)

La 2da ley de Newton FR =ma nos dice que, cuando la aceleracién es méxima, la fuerza actuando so-
bre el cuerpo también lo sera. De aqui que la fuerza méxima corresponda a la maxima elongaciéon £ Ay
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al mayor valor posible de la ley de Hooke, F = - KA.
8.4 Energia en el MAS

Cémo la unica fuerza que realiza trabajo en el sistema cuerpo-resorte es la fuerza elastica, el sistema
sera conservativo y la energia mecanica se mantendra constante. Por tanto

E=1%%mv+ % kx® (constante)
Sustituyendo x y v por sus correspondientes expresiones obtenidas a partir de la ecuacion (1) de la sec-
cién anterior y tomando en cuenta que «” = k/m:

E = 12 mA%w’cos®(wt+8) + V2 kA2sen2(mt+5)
E = 12kA%cos®(mt+8) + sen’(wmt+8)}

E = 1 kA?

Grafico de la energia

Si se representa en un gréfico la energia potencial elastica

15kx’ de una particula que realiza un MAS, se obtiene una 1, a2
pardbola como la de la figura. En el grafico también se ha
superpuesto el valor constante de la energia mecanica -

KA.

Los puntos donde x == A son los puntos de retorno, don-
de la energia cinética se hace cero (v = 0).

Analiticamente lo anterior se expresa de la siguiente for-
ma:
E.=E- Ep—1/2kA — Vo kx®
E. = 2 k(A® = x%)

Si x=xA—>E.=0. Tamblen se puede ver de ésta expresion que si x = 0, entonces la energia cinética
alcanza su maximo valor, E, = 2 kA%

A los efectos de las vibraciones, una molécula diatdmica como las del O» 6 N> gaseoso se
puede considerar, en primera aproximacion, formada por dos pequefias esferas de igual
masa unidas por un resorte oscilando alrededor de una posicion de equilibrio x,. Su ener-
gia sera, por tanto, Y2 kA%.  Esta energia microscopica se manifiesta en lo macroscépico
como temperatura, por la que la temperatura del gas aumenta con la amplitud de la vibra-
cion de sus moléculas.

Ejemplo. Un cuerpo de masa m realiza un MAS de acuerdo a la ecuacion x = 10.2sen(5t + 0.2),
donde x esta en centimetros y t en segundos. Calcular: a) amplitud, b) frecuencia angular, c) perio-
do, d) fase inicial, e) fase para t = 2s, f) velocidad en t = 0.59 s.

Resolucién:
a)A=10.2cm
b) w=5rad/s
) T=2n/0w=21/5=0.4ns
)6=0.2rad
) (5t +0.2)|-2 = 10.2 rad
f) v = Aocos(wt+8) = 10.2x5xc0s(5x0.59 + 0.2) = 51cos(3.15) = 51cos(180°) = - 51 m/s.

c
d
e
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8.5 Movimiento Arménico Amortiguado

Considere el dispositivo de la figura, donde la esfera que estd sumergida en el liquido
tiene masa despreciable.

El resorte tiene una constante k, y el cubo es de masa m. Al estar sumergida en un flui-
do, la esfera se encuentra sometida a fuerzas de friccion por viscosidad que son propor-
cionales a la velocidad del cuerpo:

f=—bv
b es un coeficiente que depende de las caracteristicas del liquido y de la forma del cuer-
po sumergido, y tiene dimensiones de N/m/s.

3
v Fe Cuando al blogue se le suministra un impulso inicial, el sistema comienza a oscilar,
pero la friccion hace que vaya perdiendo energia y que la amplitud de las oscilaciones
T Eﬂ disminuya, hasta detenerse totalmente. Como la fuerza de friccién siempre se opone al
¢ sentido del movimiento, el diagrama de fuerzas en un instante determinado es el de la
figura.

v

Como se dijo anteriormente, el efecto de la atraccion gravitatoria es hacer que el cuerpo oscile alrededor
de una posicion de equilibrio x, que cumple la relacién kx, = mg. Por tanto, en lo que sigue sélo tendre-
mos en cuenta el analisis de la fuerza elastica y la de friccién, y no se tomara en cuenta el peso del
cuerpo. Note que los sentidos de F. y de f varian en dependencia de si el cuerpo esta subiendo o si esta
bajando. Sin embargo, es posible plantear el problema en forma vectorial de manera general:
F,+f=ma
y como el movimiento es en una dimensién:
-kx —bv=ma

Sustituyendo la aceleracién y la velocidad por las correspondientes derivadas y agrupando términos, se

obtiene una ecuacién diferencial de 2do orden a coeficientes constantes:
d®x b dx k
—+——+—x=0
dt? mdt m

El término b/m tiene dimensiones de t '1, Efectivamente:

k 2
bl e

[m] B kg kg S

Por tanto, resulta conveniente designar b =— donde t© se denomina tiempo de relajacion por razones
m

que quedaran esclarecidas mas adelante. Expresando d’x/dt® = x”, dx/dt = X', k/m = @, (frecuencia del

oscilador libre) se obtiene finalmente

1
X'+ = X'+02x =0
T

La solucion de ésta ecuacion diferencial es del tipo x = f(t), con dos constantes arbitrarias que deben ser
evaluadas a partir de las condiciones iniciales. La ecuacién tiene diferentes soluciones en dependencia
de si ®, es mayor, igual 0 menor que 1/2t.
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Caso 1. Movimiento sub-amortiguado: o, > 2%
La solucién toma la forma:

X(t) = A o2 sen(ot + )
donde o= | —# (solucién real cuando w, > 1/21).
Note que la solucion se puede interpretar como un MAS con
amplitud variable A’ = agl2e

Caso 2. Movimiento criticamente amortiguado: o, = 1
2t

A’ = Aexp(-t/27)

x(t) = A’sen(ot + d)

ot
subamortiguado

I 1 . . I
Eneste caso o= |w? Tz = 0. El sistema no oscila y la solucion tiene la forma:
T

X(1) = A o2 sen( 8)

Si el cuerpo se separa de la posicion de equilibrio, regresa a ella sin oscilar (ver figura).

Caso 3. Movimiento sobreamortiguado: o, < 2l
T

En este caso m es un numero complejo (se obtiene un ndmero
imaginario para la frecuencia w). Las expresiones que se obtie-
nen son complejas y no seran analizadas. Sélo es necesario
senalar que el resultado es muy parecido al del caso anterior.
La diferencia esencial radica en que se tarda un tiempo mayor
en alcanzar el estado de equilibrio (ver grafico).

sobreamortiguado

criticamente
amortiguado

subamortiguado t

Como ejemplo de aplicaciéon de los sistemas de amortiguamiento mecanico pueden citarse los amortiguadores
de puertas, autos y otros vehiculos. Estos amortiguadores incluyen un resorte acoplado a un sistema hidraulico
(de aceite) que regula la compresion o torsion del resorte, para que éste recupere lentamente su longitud inicial.
En los amortiguadores que se colocan en las puertas usualmente se busca que trabajen en régimen critico, para
asi lograr que la puerta se cierre en el menor tiempo posible, pero sin golpear el marco.

8.6 Energia en el Movimiento Subamortiguado

En los casos anteriores, como existe la friccion, hay disipacion de energia. En el caso del movimiento
subamortiguado, la energia del oscilador se obtiene sustituyendo el valor decreciente de la amplitud A’

en la expresién de la energia mecanica V2 kA:

E = 5 kA?
E = skAC Y272
E=1nkaz@ T

Llamando E, a la energia inicial V2 kA2;

E-EE 1"
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Note que cuando t = 7, entonces E = E,/e, donde e = 2.72 es la base de los logaritmos neperianos.

Por tanto, el tiempo de relajacién © es el tiempo que tarda la energia del oscilador en disminuir e veces (ver grafico).
Mientras mayor es el tiempo de relajacién, méas tiempo tarda en disminuir la energia del oscilador. En la figura, T >t
indica que la energia disminuye mas lentamente.

8.7 Movimiento Armonico Forzado

Considere la ecuacidn diferencial del movimiento arménico amortiguado de la seccion anterior, a la que
se le adiciona una fuerza externa del tipo
F = Fosen(met) .

El término . representa una frecuencia externa que, en general, difiere de la frecuencia propia del siste-
ma o, = (k/m)"2. La ecuacion diferencial de la seccion 6 toma entonces la forma:

1 F
X'+ — X+02x = -2 sen(am,t)
T m
Es posible demostrar que esta ecuacion tiene una solucion del tipo

X(t) = X,sen(wet + ¢) (1)

donde
Fo/m
Xo = 12
(62~ 2 + (o, |
¢ = arctan /T
of -

Analisis de la solucién:

e De la solucion (1) se ve inmediatamente que el sistema vibra con la frecuencia impuesta @, y no con
la frecuencia propia o natural w,.

e El movimiento no es amortiguado (la amplitud x, es constante en el tiempo).

® X, depende de la frecuencia de la fuerza externa, y tiene un maximo cuando u)e2 = 0)02 —1/27%. El
fendbmeno se conoce como resonancia.

Usualmente sélo interesan los casos donde la disipacion de energia es pequefa (gran t) y el término
1/27% es muy pequefio y puede despreciarse en comparacion con ,. La condicién de resonancia queda
entonces como

W= 0 .
Xo

i —..— Fot/@em

Significa que la méaxima amplitud de las oscilaciones tiene lugar
cuando la frecuencia externa coincide aproximadamente con la fre-
cuencia de las oscilaciones propias del circuito, @, = (k/m)"2. Consi-
derando 1/2t = 0 y w. = ®, en las expresiones anteriores se obtiene
que, en la resonancia:

X,(res) = For .
®,M
Segun ésta expresion, aunque la fuerza aplicada F, sea pequefa, si
las pérdidas de energia son también pequefas (Tt — «), entonces la
amplitud x,(res) también puede tender al infinito.
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Quiere decir que la amplitud se hace tan grande que el sistema puede incluso dejar de existir; se rompe
0 se desarticula.

El término resonancia se aplica cominmente a cualquier situacién en la que un sistema mecanico, estructural o
acustico vibra en respuesta a una fuerza aplicada con la frecuencia natural del sistema o con una frecuencia
proxima. La frecuencia natural es aquella a la que el sistema vibraria si lo desviaramos de su posicion de equili-
brio y lo dejaramos moverse libremente. Si se excita un sistema mediante la aplicacion continuada de fuerzas
externas con esa frecuencia, la amplitud de la oscilacion va creciendo continuamente, y puede llevar a la des-
truccion del sistema.

El hundimiento del puente colgante de Tacoma Narrows en Puget Sound, Washington (EEUU), que tuvo lugar en
1940, fue causado por vibraciones con la frecuencia natural de la estructura producidas por el viento.

Muchos problemas graves de vibracion en ingenieria son debidos a la resonancia. Por ejemplo, si la frecuencia
natural de la carroceria de un automévil es la misma que el ritmo del motor cuando gira a una velocidad determi-
nada, la carroceria puede empezar a vibrar o a dar fuertes sacudidas. Esta vibracion puede evitarse al montar el
motor sobre un material amortiguador, por ejemplo hule o goma, para aislarlo de la carroceria.

Potencia absorbida

Analicemos la potencia absorbida a partir de la fuente externa en el movimiento arménico forzado.
Para la potencia instantanea, aplicando v = dx/dt, se obtiene:

P = Fv = Fosen(met)X,cos(met + @) m,
P = Fox,mssen(met)cos(met+o)

Interesa calcular la potencia media. Para ello hace falta re-
solver la integral p
m

1 T
Pn = [ P(0cl
TO

Pméx

donde T representa un periodo de la oscilacion (teorema del
valor medio). Resolviendo esta integral se llega a:

2 2 2
2m ((De _(1)0)2 +((,l)e/’t)
Analizando el denominador de esta expresién se ve que aho-
ra se cumple, sin ninguna aproximacion, que P, es maxima

cuando w, = m,. Estableciendo esta igualdad en (1) se obtie-
ne:

Prn

Prmax/2

2
1FS
Pmax =——1
2m
Se acostumbra definir el ancho de la curva de resonancia
como el valor 2A® que corresponde a la mitad de la potencia ;
méaxima absorbida (ver figura). WorA® o oA

Relacion entre 1y Ao

La potencia entregada se reduce a la mitad de la potencia maxima cuando el denominador en la expre-
sién (1) se duplica. El denominador se duplica cuando en vez de ser 020> = 0 (potencia méaxima) se
cumple la relacién

co.f-coo2 = /T .
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Por otra parte, de la figura se ve que cuando P, se reduce a la mitad, ®, = @, £ Aw. Como 03,32-@02 = (-
o) (Me+0,), sustituyendo en la ecuacion anterior:

(6 +A- ) (Wo+AW+0,) = (p+Aw)/T
A®(20y+A®) = /T + AW/T

Considerando sélo los casos en que las pérdidas son pequefas, entonces Aw/t — 0 (por ser Aw peque-
fo y T grande). Dividiendo la expresion anterior por o:

2Am + Amz/mo =1/t

El término Aw’/a, también se puede despreciar, ya que usualmente Ao’ << ,, obteniéndose finalmente
que 2Am= 1/t vy, por tanto,

Esta expresion nos dice que el tiempo de relajacién es igual al inverso del ancho de la curva de resonan-
cia, y también que es posible medir las pérdidas de energia en un sistema resonante analizando el ancho
de la curva de la potencia absorbida en funciéon de la frecuencia. Este método de medir relajaciones es
muy utilizado en la tecnologia, con diversos fines.

El factor de calidad (Q) de la curva de resonancia se define por la relacion Q = o,/2Aw®. Este factor pue-
de expresarse en funcion de t a partir de la expresion anterior: Q = w,t. Un tiempo grande de relajacion
(gran Q) significa que hay pocas pérdidas de energia, y también que la curva de resonancia es estrecha
(2Am pequeno). El factor de calidad es una cifra de mérito, y se utiliza para comparar resonancias de
diversos tipos.

Resonancia magnética. La imagen adjunta, obtenida por resonancia magnética
nuclear (RMN) para diagnéstico, muestra el cerebro, las vias respiratorias y los teji-
dos blandos de la cara y cabeza de un adulto.

En la RMN resuena la frecuencia de precesion del momento magnético de los pro-
tones del agua con una sefal externa de radiofrecuencia.

La imagen se construye midiendo la absorcion de la radiacion en muchos puntos e
integrando posteriormente toda la informacién por medios de computacion.

Ejemplo. La Q de una resonancia en un experimento de RMN en protones, a la frecuencia de 21 MHz, es 250.
a)¢ Cual es el ancho de la curva de resonancia? b) ;Cual es el tiempo de relajacion del proton en esas condi-
ciones?

a) Q = wo2Aw = fo/2Af

2Af =1,/Q = 21/250 = 0.084 MHz

b) 1t =1/2Aw = 1/(2m.2Af) = 1/(6.28x0.084x10°) = 1.89x10°s  (Durante estos 1.89 us la energia del proton exci-
tado disminuye e veces)

8.8 Ondas Mecanicas Transversales

Una onda mecanica es una vibracion que se propaga en un medio determinado como, por ejemplo, la
superficie de un liquido, el seno de un sélido, una cuerda, o el aire. Una caracteristica comun a todas las
ondas es que se transmiten el movimiento y la energia a lo largo de una direccion sin que haya transmi-
sion neta de masa.
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Ejemplo. Impulso propagandose en una cuerda.

Cuando se tiene una cuerda sujeta por uno de los extremos y se agita bruscamente, en la cuerda aparece una
onda que se propaga con cierta velocidad vp, sin que la cuerda se suelte de la mano.

movimiento
brusco

Vp es la velocidad de propagacion de la oscilaciéon. Se propaga la deformacion, pero en la direccién de propaga-
cién no hay transferencia de masa, aunque si se propaga energia.

Cuando se producen impulsos sucesivos, se obtiene un tren de ondas como el de la figura. Sila excita-
cion en el eje y sigue la dependencia temporal de un MAS, cada segmento de la cuerda se movera en el
eje y de acuerdo a esa dependencia temporal:

y = ymsen(ot + 8)
donde y,, representa el valor maximo de y (amplitud).
El tipo de onda aqui descrito es la onda transversal, donde la direccién de vibracion es perpendicular a la
direccion de propagacién. También son posibles las ondas longitudinales, que seran analizadas mas
adelante.
Ecuacion de Propagacion de la Onda
Considere una onda que se propaga a lo largo del eje x, asumiendo que el medio de propagacién es per-

fectamente elastico (cuerda elastica, superficie de un liquido, etc.). Significa asumir que no hay pérdidas
de energia y la onda no se deforma durante su propagacion.

Supongamos que parat =0 la funcién y = f(x) describe la forma de la onda con respecto al sistema de
referencia considerado. Un valor particular de esa funcién seria y = f(x’) (ver figura).

Al transcurrir un intervalo de tiempo t, la onda habrg avanzado Ax = v,t. Significa que en ese instante en
el punto x” =x" + vpt la elongacion de la cuerda toma el valor y = f(x"). Sustituyendo x’ en funcion de x”
en esta ultima expresion, es posible escribir

y = f(x"- vpt) .

La relacion anterior se debe cumplir cualquiera que sean los puntos x’ y x” considerados, siempre que
estén separados por una distancia v,t. Por tanto, omitiendo el supraindice en x”:
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y =f(x = vpl)
Esta ecuacion se conoce como ecuacion de la onda .

Cualquier funcion f que presente un argumento del tipo x — vt representa una onda que se propaga de
izquierda a derecha. Note que para t = 0 se obtiene y = f(x), que representa la forma de la onda en el
instante inicial. Para cualquier t posterior representa la forma de la onda desplazada un intervalo vt
hacia la derecha a partir de la posicion inicial.

Cuando la onda se desplaza de derecha a izquierda, se obtiene una expresion similar, pero con el signo
cambiado; f(x + vpt). En general,

y = f(x £ vpt)

Note que la ecuacion de la onda es una funcién de dos variables conjuntamente (posicion y tiempo); y =
f(x,t) .

8.9 Propagacion de un M.A.S.

En la figura, el bloque oscila con un movimiento arménico simple del tipo y
= ymsen(wt+d), y una cinta de papel se va enrollando en la derecha con una
cierta velocidad v, gracias a algun mecanismo auxiliar. El trazo de la plu-
ma representa entonces una onda que se propaga a la derecha con veloci-
dad v,. Es posible demostrar que si la sefial que se propaga es la de un
MAS, como ocurre en este caso, entonces la ecuacion de propagacion de
la onda y = f(xtvt) toma la forma

Y = ymsen(kxtwt) (1)

El parametro k = 2n/A se denomina nudmero de onda vy la letra griega lamb-
da (A) representa la longitud de onda (distancia entre dos “valles” o “cres-
tas” sucesivas de la onda); yn, es la amplitud de la onda.

De manera similar al MAS, © = 2nf = 2%/T, donde la ¥ -~

frecuencia f representa ahora el nimero de oscilaciones A X /\

por unidad de tiempo en un punto determinado de la

onda, y T el tiempo en que tarda uno de esos puntos en 1 \/ Vp
dar una oscilacion completa. 1 2 —_—

En la figura anterior, cuando la deformacién del medio avance desde el punto (1) al punto (2) y recorra una
longitud de onda A, el punto (1) habra bajado y subido nuevamente a ocupar la misma posicion que tenia
al inicio (habra transcurrido un periodo). Por tanto, es posible escribir

Vp= X/t=NT

y también, como f = 1/T;
Vp = Af

También se acostumbra expresar esta relacion sustituyendo en funciéon de oy k:
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vp = w/k

Para analizar el significado de la ecuacion de la onda vy = y,sen(kx-wt) es necesario hacer el andlisis en
dos etapas, ya que la funcién es de dos variables; y = y(x,t). Para ello hay que mantener t = constante 6 x
= constante por separado.

En un instante determinado t = t, = constante, y entonces y = ynsen(kx-¢) .

Es decir, y = f(x) solamente. La ecuacién de la onda describe entonces
la forma de la onda en ese instante particular. Equivale a tomar una
“foto” de la onda (ver figura anterior). Por el contrario, cuando se fija un -_—
valor determinado de x, por €j., X = X,, entonces

-
y = ymsen(ot+0) X =Xo

y se obtiene la descripcién de un MAS en el punto x, considerado.

No es posible representar graficamente ambas dependencias a la vez. Sélo es posible hacerlo en forma ani-
mada. Para tener una imagen de la onda, es necesario representarse mentalmente la onda como una integra-
cion de ambas figuras donde todos los puntos se encuentran a la vez en movimiento.

Aunque en la onda no hay transmisién de masa, si hay transmision de energia. No existe una expresién
general para la energia que es capaz de transmitir la onda. Hay que determinarla para cada caso parti-
cular. Por ejemplo, para una onda que se propaga en una cuerda, la potencia media transmitida tiene la
forma
2., 2¢2
P =21y fvou

donde u representa la masa por unidad de longitud de la cuerda.

. Interferencia Interferencia
8.10 Interferencia constructiva destructiva

El término interferencia se utiliza para designar el fenémeno que
tiene lugar cuando dos o mas trenes de ondas se superponen en
una misma region del espacio.

A titulo de ejemplo, considere la siguiente fotografia, donde dos
mecanismos excitan ondas de igual frecuencia y similar amplitud
cerca del centro de una bandeja con agua.

La iluminacion se ha escogido adecuadamente para resaltar los
maximos y minimos de interferencia en las ondas que se forman
en la superficie del liquido.

Interferencia de fuentes puntuales. El diagrama de interferencias de la figura anterior se formé moviendo dos va-
rillas ritmicamente arriba y abajo en una bandeja de agua. Se pueden observar efectos similares al meter y sacar
del agua dos dedos u observando a dos patos nadando en un estanque cerca uno de otro. Las ondas procedentes
de una de las fuentes puntuales (la varilla, el dedo o el pato) interfieren con las que proceden de la otra fuente. Si
dos crestas llegan juntas a un punto, se superponen para formar una cresta muy alta; si dos valles llegan juntos, se
superponen para formar un valle muy profundo (interferencia constructiva).

Los anillos brillantes y oscuros son zonas de interferencia constructiva. Si la cresta de una fuente llega a un punto a
la vez que el valle de la otra, se anulan mutuamente (interferencia destructiva). Las lineas oscuras radiales son zo-
nas de interferencia destructiva.
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Los tipos de interferencia constructiva y destructiva se representan esquematicamente en la figura si-

guiente:

Interferencia destructiva
de dos pulsos

Interferencia constructiva
de dos pulsos

Si la amplitud de los pulsos es exactamente la misma, la elongacién puede llegar a anularse totalmente
en la regién de interferencia, como ocurre en el caso (A). Se encuentra en la practica que, si la amplitud
de la onda no es muy grande, durante la interferencia se cumple el principio de superposicion.

El principio de superposicion establece que la amplitud resultante en cada punto de la regién que interfiere

cumple la relacién

y=Yi+y2
donde y1, y» representan las amplitudes de las ondas correspondientes.

Ademas, a los efectos de la propagacion, cada onda se comporta como si la otra no estuviera presente. Signi-
fica que, a pesar de la interferencia, en lo que se refiere a la propagacion del movimiento, cada onda no pertur-

ba el movimiento posterior de la otra.

Con el fin de ejemplificar lo anterior, considere
dos ondas que se propagan a lo largo de una
direccién dada:

Y1 = Ymisen(kix - ot + 31)

Y2 = YmaSen(koX - mpt + 87)

Al sumar y; + Yy> se obtienen resultados muy
diferentes en dependencia de las relaciones ki/k;
y o4/mp. A continuacion se muestra un ejemplo
sencillo.

Considere ymi = Ym2 = Ym, Ki=ko =k, o=, =
o, & =0, 8; =6=0. Entonces,

Y2

Y1 = Ymsen(kx - ot + J)
Yo = ymsen(kx-owt)
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Sumando y; + y,, tomando en cuenta que senA + senB = 2seni"7(A+B)cosi"~(A-B) y agrupando térmi-
nos, se obtiene:
y = {2ymcos(8/2)}sen(kx-mt+d/2)

a) Si ademas 6 = 0, como cos(6/2) = 1:
y = 2ymsen(kx-mt).

Se obtiene una onda resultante con la misma frecuencia y longitud de onda (w,k) y con el doble de ampli-
tud.

b) En el caso que & = &, cos(n/2) = 0, y no hay oscilacién. Como resultado de la suma de las dos ondas
no obtengo movimiento alguno (linea recta en la figura).

8.11 Ondas Longitudinales

La onda longitudinal se caracteriza porque la direccion de vibracion es paralela a la direccién de propaga-
cién. Un ejemplo tipico de onda longitudinal es el de la propagacién del sonido en el aire. En la figura se
representan una onda longitudinal junto a una transversal para su comparacion.

Compresion Enrarecimienta

Figura 1: onda longitudinal

Cresta

4 Longitud ——#
de onda 5

Valle

Figura 2: onda transversal

Sonido. Sensacion psicofisiologica originada al interaccionar la vibracién del aire con la membrana timpénica,
cuando la frecuencia de las oscilaciones varia entre 20 y 20 000 Hz aproximadamente.

En el caso del sonido, oscilan las moléculas de aire (ordenadas en capas) alrededor de sus posiciones de
equilibrio. La elongacién de una capa cualquiera a partir del equilibrio viene dada por una expresién simi-
lar a la de la onda transversal:

y = ymSen(kx-ot).

Se demuestra que también es posible considerar la onda como una onda de presion:
p = pmsen(kx-mt)
donde pq, = kpvpzym y p es la densidad del medio. Las ondas longitudinales se pueden presentar tanto en

gases como en solidos y liquidos, mientras que las transversales s6lo se pueden presentar en medios
sélidos. La velocidad de propagacion es caracteristica del medio considerado (ver tabla).
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Medio Vp(m/s)
caucho 54
aire 336
agua 1450
aluminio 5100
granito 6000

Ondas Sismicas. Son ondas transversales y longitudina-
les que se radian cuando un sismo tiene lugar. Hasta un
10% de la energia acumulada se puede disipar en forma
de ondas sismicas, que se propagan en todas direccio-
nes a través del planeta, y no solo en su superficie.

Existen dos tipos de ondas sismicas. Las ondas prima-
rias P son ondas longitudinales de compresion y exten-
sion; su velocidad de propagacion varia entre 1.5y 8 km
por segundo en la corteza terrestre. Las ondas secunda-
rias S son ondas transversales, y viajan siempre a una
velocidad del 60-70% relativa a la de la onda P.

et
T
| Y
|
|
]

=y
movimlento

Las ondas P hacen oscilar el terreno en la misma direccién en que se van propagando. Las ondas S lo
mueven en direccién perpendicular a la direccién de propagacién (ver figura). La diferencia de velocidad
e intensidad entre los dos tipos de ondas permite a los sismdlogos determinar rapidamente la distancia
hasta el sismo desde cualquier lugar. Para ello, basta medir el intervalo de tiempo que tardan ambos
tipos de ondas en llegar hasta el detector (sismégrafo).

Registro del Slsmagrafo

Ejemplo: Una velocidad tipica para las ondas S es de 4.5
km/s, y para las P de 8.0 km/s. Un sismégrafo que registra las |

ondas sismicas capta la primera onda P proveniente de un ondas P ondas S
sismo a unos 3.0 minutos antes que la primera onda S. Supo-

niendo que las ondas viajan en linea recta, ¢a qué distancia MA M MI

tuvo lugar el terremoto? o Midnan s T

11 1

tp = x/vp ; ts=X/Vs

At =ts —tp = X(1/vs — 1/vp)

At
X = - 3.0x60  _ 48557 km

1 1 1 1 1 ] 5 4 3 3
tiempo (min)

v, v, 45 80

S P

Infrasonido y ultrasonido

Cuando la frecuencia cae por debajo de 20 Hz, nos encontramos en la regién de los tonos ultrabajos o
infrasonido. Por lo general, a pesar de ser inaudibles, estas frecuencias son dafinas para el organis-
mo. Cuando las intensidades son grandes pueden originar dolores de cabeza, nauseas y sensacién de
temor.

Las frecuencias mayores de 20 000 Hz corresponden a los tonos superagudos o ultrasonido, de amplia
aplicacion en la tecnologia contemporanea (alarmas electronicas, sensores, equipos de diagndstico).
Entre otras muchas aplicaciones, la ecografia de ultrasonido se utiliza para controlar el crecimiento,
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desarrollo y bienestar del feto, y también se puede emplear para comprobar la fecha de la concepcién.
A diferencia de los rayos X, la ecografia es completamente segura durante el embarazo, sin riesgo para
la madre ni para el bebé.

El umbral de frecuencia de algunos animales es mayor que el de los humanos; los perros, por ejemplo,
son capaces de escuchar el sonido a frecuencias mas altas que las personas.

Pulsacion. Cuando interfieren dos ondas de la misma ampli- 01/o2 =3
tud y frecuencias ligeramente diferentes, se producen variacio-
nes o pulsos en la amplitud de la oscilacion, que pueden tener
una frecuencia mucho menor que la de las ondas que le dan
origen, con periodos del orden de segundos.

W1 >> 2
En el caso del sonido, el oido es capaz de percibir pulsaciones
de hasta 6 6 7 por segundo.

01 = W2
(pulsacién)
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